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1. Resumo executivo  

O Grupo de Trabalho para Avaliação dos Dados Cadastrais ς GTDP finalizou em 2019 seu 

primeiro ciclo de trabalhos, culminando na atualização dos valores constantes de 

produtibilidade específica e perda de carga de diversas usinas contemplados pelos modelos da 

cadeia de planejamento energético NEWAVE, DECOMP e DESSEM.  

O presente trabalho consiste no desenvolvimento de uma metodologia para determinação de 

representações variáveis destes dois parâmetros, por usina, a partir de resultados 

intermediários do GTDP. Esta nova representação será incorporada ao modelo DECOMP, 

especificamente no cálculo da Função de Produção Hidrelétrica Exata e na modelagem da 

função de produção realizada pelo modelo, substituindo os parâmetros até então constantes 

por funções da condição operativa de cada usina. O processo que será descrito ao longo deste 

relatório pode ser resumidamente representado pelos blocos verdes no diagrama apresentado 

na Figura 1.1. 

 

Figura 1.1 ς Processo para representação variável da produtibilidade específica e perda hidráulica 

Como resultado da aplicação desta nova representação via grade de valores, observou-se 

valores de produtibilidade específica e perda de carga (perda hidráulica) mais próximos aos 

valores observados na operação real. 
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2. Apresentação  

Este relatório está inserido no contexto do Grupo de Trabalho de Metodologia da CPAMP ς 

Comissão Permanente para Análise de Metodologias e Programas Computacionais do Setor 

Elétrico, criada pela Resolução CNPE nº 01/2007 e regulamentada pela Portaria MME n° 

47/2008, com a finalidade de garantir coerência e integração das metodologias e programas 

computacionais utilizados pelas instituições e agentes. 

O Grupo de Metodologia da CPAMP é coordenado pela CCEE (representada pela Gerência 

Executiva de Preços, Modelos e Estudos Energéticos - GEPME) e conta com a participação do 

MME (representado pelas Secretarias de Energia Elétrica ς SEE, Secretaria de Planejamento e 

Desenvolvimento Energético ς SPE e Assessoria Econômica - Assec), da ANEEL (representada 

pela Superintendência de Regulação da Geração ς SRG), do ONS (representado pelas Gerências 

de Planejamento Energético - PE e de Programação - PR) e da EPE (representada pela Assessoria 

da Presidência e Superintendência de Planejamento da Geração ς SGE). O grupo possui, ainda, 

a assessoria técnica do CEPEL (representado pelo Departamento de Otimização Energética e 

Meio Ambiente). 
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3. Introdução  

Em outubro de 2019 foi concluído o primeiro ciclo de estudos do Grupo de Trabalho para Revisão 

dos Dados Cadastrais Utilizados para Cálculo da Produtibilidade Hidrelétrica ς GTDP (NT 0103-

2019 - Consolidação das Atividades Realizadas pelo GTDP ς Grupo de Trabalho de Avaliação dos 

Dados Cadastrais), cujo foco era a atualização dos parâmetros de modelagem das usinas 

hidrelétricas nos modelos de otimização empregados no planejamento energético de curto, 

médio e longo prazo.  

Dentre os resultados contemplados neste primeiro ciclo de estudos estão as perdas de carga 

hidráulica do circuito e a produtibilidade específica médias das usinas. Embora essas grandezas 

tenham sido agora recalculadas através de metodologias detalhadas, pautadas em dados 

operativos históricos e informações criteriosas acerca das curvas colina das turbinas, dos 

rendimentos de geradores e dos arranjos dos circuitos hidráulicos específicos de cada usina, a 

consideração destas grandezas como sendo um único valor médio representativo constante, 

indiferentes às condições operativas de altura de queda e turbinamento, constitui uma 

simplificação. 

Em vista deste aspecto, após a conclusão do primeiro ciclo de estudos do GTDP foi proposto um 

novo aprimoramento com o objetivo de não somente aumentar a acurácia dos parâmetros de 

perdas hidráulicas e produtibilidade específica, mas a própria forma como estas grandezas são 

informadas aos modelos utilizados no planejamento da operação energética. Dadas as 

características naturais de ambos os parâmetros, foi proposta a representação das perdas 

hidráulicas em função da vazão turbinada e a produtibilidade específica em função tanto da 

vazão turbinada, quanto da altura de queda líquida. 

Esta nova forma de modelagem se concentra apenas no modelo DECOMP, desenvolvido para 

aplicação no horizonte de curto prazo, especificamente no cálculo da função de produção 

energética de cada usina. O modelo NEWAVE de médio/longo prazo tem como premissa que 

seus reservatórios equivalentes não permitem o monitoramento das condições operativas por 

usina, impedindo o cálculo das perdas de carga e produtibilidades específicas variáveis. Desta 

forma, para este modelo, em sua forma de utilização oficial no momento, será mantida a 

representação através de valores constantes. Posteriormente, esta modelagem poderá ser 

estendida para a versão já oficialmente utilizada no modelo DESSEM, assim como para o modelo 

b9²!±9 ŜƳ ǎǳŀ ŦƻǊƳŀ άƘƝōǊƛŘŀέΦ ǇŀǊŀ ƻǎ ǇŜǊƝƻŘƻǎ ŜƳ ǉǳŜ ŀǎ ǳǎƛƴŀǎ ŦƻǊŜƳ ǊŜǇǊŜǎŜƴǘŀŘŀǎ ŘŜ 

forma individualizada 

Devido à natureza das atividades propostas, visando o aprimoramento de metodologias 

atualmente em uso nos modelos de otimização, o presente estudo foi alocado no âmbito da 

Comissão Permanente para Análise de Metodologias e Programas Computacionais do Setor 

Elétrico ς CPAMP, no Grupo de Trabalho de Metodologias onde foi então criado o Subgrupo de 

Representação da Produtibilidade Hidroelétrica. 

O objetivo do presente relatório é apresentar a metodologia desenvolvida para a representação 

das produtibilidades específicas e perdas variáveis através de grades, a definição dos 

parâmetros envolvidos no processo, os principais resultados obtidos durante o procedimento 
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de ajuste das grades e uma análise preliminar da utilização das grades no mdelo DECOMP.  Uma 

avaliação mais aprofundada dos resultados no modelo DECOMP será objeto do  segundo 

relatório do Subgrupo de Produtibilidade do GT Metodologia.  

4.  Modelagem vigente  da função de produção 

hidrelétrica no modelo DECOMP  

Esta seção apresenta um resumo de como o modelo DECOMP considera a função de produção 

das usinas hidrelétricas na versão vigente oficialmente (30.1), a partir de alguns documentos e 

publicações [2-5] produzidos pelo CEPEL  

A consideração da variação da produtividade das usinas hidrelétricas com a altura de queda é 

feita por meio da seguinte expressão: 

ὊὖὌὠȟὗȟὛ  ” ὗὬ ὠ Ὤ ὗȟὛ Ὧ ȟ    (4.1a) 

ὊὖὌὠȟὗȟὛ  ” ὗὬ ὠ Ὤ ὗȟὛ Ὧ ȟ    (4.1b) 

onde as variáveis de decisão do modelo são o volume armazenado ὠ, a vazão turbinada ὗ, e a 

vazão vertida Ὓ. Os parâmetros (dados de entrada) são: 

”:  produtibilidade específica, que é composta pelo produto entre o rendimento médio do 

conjunto turbina-gerador (considerado constante), a densidade da água, a aceleração da 

gravidade e um fator de conversão de unidades; 

Ὧ : perdas nos condutos, que pode ser dada em p.u. (como na expressão 4.1a) ou, de 

forma alternativa, em metros (como na expressão 4.b). 

Com base nessa expressão não linear, o modelo DECOMP constrói um modelo dessa função, 

ŘŜƴƻƳƛƴŀŘƻ άCǳƴœńƻ ŘŜ ǇǊƻŘǳœńƻ ƘƛŘǊŜƭŞǘǊƛŎŀ ŀǇǊƻȄƛƳŀŘŀ όCtI!ύέΣ ǉǳŜ Ş ŎƻƳǇƻǎǘƻ Řŀǎ 

seguintes etapas: 

¶ determinação de uma grade de discretização para os valores de ὠ e ὗ; 

¶ cálculo da função de produção exata (ὊὖὌ em todos os pontos, dada por (4.1); 

¶ cálculo de uma envoltória convexa para os pontos abaixo desta função exata, e construção 

de um modelo inicial linear por partes (FPHA0) em ὠ e ὗ; 

¶ Regressão para minimização das diferenças entre a FPH e FPHA0; 

¶ Aproximação secante para a função no eixo do vertimento. 

Desta forma, obtem-se um modelo linear por partes em 4 dimensões para essa função, 

denominado de FPHA, que é dada pelo conjunto de inequações (4.2): 

ὊὖὌὃ 
ὋὌ ‎ ‎ ὠ ‎ ὗ ‎ Ὓ

ὸ ρȟȣȟὝȟὯ ρȟȣȟὔὖὊ
  ,      (4.2) 

onde ‎ , ‎ , ‎  e ‎  são os coeficientes dessa função para cada corte Ὧ da usina Ὥ. 
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5. Dados Utilizados  

Conforme mencionado anteriormente, parte das usinas atualmente em operação que 

participaram do primeiro ciclo de estudos do GTDP tiveram seus parâmetros de perdas de carga 

e produtibilidades específicas recalculados e atualizados. Para obtenção destes novos valores 

de perdas de carga e produtibilidades específicas foram utilizados dados históricos operativos 

em base horária de queda bruta e geração; equação de perdas de carga hidráulica do circuito; 

curva colina das turbinas; rendimento dos geradores; massa específica da água e aceleração da 

gravidade locais. Os valores finais são então obtidos através da média dos resultados horários a 

cada unidade geradora, agregados para a usina e ponderados pela energia gerada. A Figura 5.1 

exemplifica estes resultados. 

 
Figura 5.1 - Ilustração do cálculo de produtibilidade específica e perdas de carga médias. 

 

Enquanto se restringe a representação destas duas grandezas através de constantes, a média 

ponderada obtida pelo GTDP é suficientemente precisa. A observação destes resultados, no 

entanto, deixa evidente o quão limitante é a redução destes valores para constantes, sendo clara 

a grande faixa de variação de ambos ao longo do tempo. 

Uma proposta natural para cálculo variável das perdas de carga e produtibilidades específicas 

de acordo com a condição operativa seria o uso das mesmas equações de perdas de carga e 

curvas colina contempladas nos estudos do GTDP. Mas para que isso fosse possível, seria 

necessária modelagem de cada unidade geradora individualmente numa usina, dado que a 

equação de perdas e a curva colina são específicas de cada circuito hidráulico e de cada turbina. 
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O modelo DECOMP não enxerga unidades geradoras individuais, apenas a usina como um bloco 

único de produção energética. Essa abstração das unidades impossibilita o uso direto dos 

parâmetros construtivos em conjunto como a vazão turbinada total para cálculo dos valores 

médios. 

5.1. Comportamento a cada unidade geradora e por 

usina  

As perdas de carga hidráulica por unidade geradora são proporcionais ao quadrado da vazão 

turbinada, sendo determinada tipicamente em circuitos hidráulicos de adução e de saída 

individuais para cada turbina por uma equação da forma apresentada em (5.1). 

Ὄ Ὧ ὗ Ȣ (5.1) 

No caso de usinas com circuitos hidráulicos de adução e de saída compartilhados para um grupo 

gerador a função de perdas assuma formas mais complexas, por exemplo quando há um trecho 

de adução compartilhado entre múltiplas máquinas, porém dadas as vazões circulando por cada 

turbina, é possível determinar todas as perdas com exatidão. 

Ao modelar as usinas como blocos singulares de geração a perda de carga deixa de seguir uma 

forma exata, mesmo que todas suas máquinas possuam a mesma equação de perdas de carga. 

A Figura 5.2 apresenta um exemplo de perdas de carga médias de uma usina com três unidades 

geradoras alimentadas por circuitos hidráulicos idênticos (portanto mesma equação).  

 
Figura 5.2 - Perdas de carga médias para uma usina de três unidades geradoras. 

 

É notável a existência de três curvas bem definidas correspondentes à usina operando de uma 

a três unidades quando a vazão turbinada total pela usina é distribuída igualmente entre as 

máquinas. Quando a usina está em condições operativas onde cada unidade está turbinando 

vazões distintas os registros indicam os pontos dispersos entre cada duas curvas. 

Outra característica digna de atenção é o compartilhamento de domínio entre curvas. Um 

mesmo valor de vazão total pode ser repartido entre as três unidades geradoras de infinitas 

formas, correspondendo a infinitos valores de perda média. 
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A frequência de pontos correspondentes à repartição assimétrica de vazões e mistura entre 

domínios das curvas para cada número de unidades são exacerbadas conforme o aumento no 

número de unidades geradoras da usina, conforme explicitado na Figura 5.3. 

 
Figura 5.3 - Perdas médias numa usina de grande porte. 

 

A distinção entre o número de unidades em operação, claramente notável no caso anterior, 

desaparece, mesmo em vazões relativamente baixas para a usina. 

Fazendo uso da curva colina, é possível determinar com exatidão o rendimento de uma turbina 

numa dada vazão de engolimento e altura de queda líquida, e assim, determinar a 

produtibilidade para uma máquina. Tal como a perda de carga média, a produtibilidade total da 

usina não é diretamente calculável a partir da vazão turbinada total. 

A Figura 5.4 apresenta as produtibilidades específicas médias da mesma usina com três unidades 

geradoras. Novamente é possível notar três curvas distintas, porém ainda menos bem definidas 

visualmente se comparadas ao caso das perdas. 

Estas análises deixam claro que embora as perdas de carga e produtibilidades específicas sejam 

calculáveis a cada unidade geradora, não existe uma relação teórica para determinação do valor 

médio. Para que fosse possível utilizar as equações de perdas de carga e curvas colina, seria 

necessário conhecer de antemão a estratégia de repartição de carga entre as unidades 

geradoras e que essa regra fosse aplicada invariavelmente, o que não é viável e não acontece 

no dia a dia da operação. A forma como cada unidade geradora é operada depende de uma série 

de fatores, tais como: a queda disponível, a carga a ser tomada nas próximas horas, e a 

necessidade de armazenamento. 

Uma possibilidade seria desenvolver as representações variáveis dessas grandezas com base nos 

valores ótimos de perdas de carga e produtibilidade específica para uma dada vazão total pois, 

ao contrário dos valores médios, estes são calculáveis de forma teórica. Esta abordagem, no 

entanto, constituiria uma superestimação da capacidade de produção energética pelo ponto de 

vista dos modelos de otimização. A repartição de vazão que leva às perdas de carga e 

produtibilidade específica ótima é uma condição muito particular, inconsistente com os outros 

fatores requeridos, mencionados no parágrafo anterior. 
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A utilização dos resultados operativos obtidos pelo GTDP se torna, assim, a melhor alternativa. 

Embora estas perdas de carga e produtibilidades específicas sejam consequência de uma 

programação e despacho determinados pelo ONS, o processo atravessa inúmeras etapas 

visando a melhor utilização do recurso natural. Desta forma os valores dos resultados operativos 

obtidos podem ser considerados representativos da capacidade de geração das usinas no 

horizonte de tempo considerado no primeiro ciclo do estudo. 

 
Figura 5.4 - Produtibilidades específicas médias para uma usina de três unidades geradoras. 

 

5.2. Utilização de médias semanais  

Os dados obtidos e apresentados na seção anterior foram obtidos em base horária. Entretanto, 

a discretização temporal do modelo DECOMP é semanal no primeiro mês e mensal no segundo 

mês, ou seja, o modelo tem por objetivo fornecer como resultado o despacho médio de cada 

usina ao longo da semana ou mês, em três patamares de carga. Assim, considera-se que, tanto 

para a curva de perdas nos condutos em função da vazão como para a curva de produtividade 

específica em função da vazão e da altura de queda, a abordagem de ajuste pelos dados médios 

semanais é a mais apropriada, para ficar aderente ao período de discretização do DECOMP. 

Além disso, uso de dados horários (curva instantânea) ao invés dos dados médios semanais 

causariam uma subestimativa do valor das perdas nos condutos, pela natureza convexa desta 

curva. Isto é mostrado na Figura 5.5, que mostra os valores originais horários (pontos azuis) e as 

médias semanais obtidas (pontos vermelhos) a partir dos dados horários. 
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Figura 5.5 ς Perdas nos condutos em funçaõ da vazão para determinada usina, considerando os 

dados originais horários (pontos azuis) e as médias semanais (pontos vermelhos). 
 

Para o caso da produtibilidade específica, o uso de valores horários ocasionaria um efeito 

inverso, ou seja, poderia superestimar os valores das produtibilidades específicas. Isso é 

ilustrado na Figura 5.6, que mostra à esquerda os dados originais horários (pontos azuis) e à 

direita as médias semanais (pontos vermelhos). 

 

Figura 5.6 ς Produtibilidade específica em função da vazão e da altura de queda, considerando os 
dados originais horários (pontos azuis, à esuqerda) e as médias semanais (pontos vermelhos, à 

direita). 
 

O relatório técnico [8] analisa com mais detalhes essa questão, e sugere-se as referência [5] 

sobre o uso de médias semanais para procedimentos deste tipo. 

6. Metodologia de Repr esentação Variável  

De acordo com os motivos expostos na seção 5.1 tomou-se de base a utilização dos resultados 

calculados pelo GTDP agregados em valores médios semanais, de modo a ficar aderente às 

premissas do modelo DECOMP. A análise dos gráficos expostos na seção 5.1 evidencia os 
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comportamentos complexos tanto das perdas de carga quanto da produtibilidade específica, 

não sendo possível representá-los através de funções simples, como do tipo polinomial. A 

abordagem adotada consiste no ajuste destes dados com auxílio de Modelos Aditivos 

Generalizados (Generalized Additive Models ς GAM), uma forma de modelagem flexível capaz 

de capturar as nuances dos comportamentos dessas duas grandezas. O ajuste via GAM é então 

discretizado numa grade de pontos a qual o modelo DECOMP toma como entrada e interpola 

os pontos necessários. 

A decisão pelo uso de grades, apesar das funções ajustadas via GAM possuírem forma 

paramétrica (como será detalhado na seção a seguir), foi tomada em função de alguns fatores. 

Primeiramente, estas funções são extremamente complexas, compostas de inúmeros 

parâmetros, mesmo no caso mais simples univariado. Em segundo lugar, também a demostrado 

na sequência neste documento, no ajuste das funções de perdas de carga é necessário realizar 

extrapolações nos tramos inferior e superior das regiões do domínio sem dados observados, 

onde o ajuste via GAM não é fisicamente viável. Assim, além da complexidade das próprias 

funções, seria ainda necessário discretizar regiões de aplicabilidade de cada uma. 

Visando aumentar a interpretabilidade das formas variáveis de perdas de carga e 

produtibilidade específica facilitando possíveis alterações para vias de teste ou simulação de 

cenários, optou-se pela redução dos ajustes a pontos discretos, entre os quais o modelo 

DECOMP interpola para obtenção dos valores buscados. Pela própria natureza de cada 

grandeza, as perdas de carga são representadas através de uma grade unidimensional, em 

função da vazão turbinada, e a produtibilidade específica através de uma grade bidimensional, 

em função da vazão turbinada e da altura de queda líquida, ilustradas na Figura 6.1. 

 
Figura 6.1 - Ilustração das grades de perdas de carga e produtibilidade específica. 

 

O domínio coberto por cada grade é um aspecto que demanda atenção. Ao se utilizar valores 

constantes, para qualquer vazão turbinada e altura de queda líquida tem-se uma única perda de 

carga e produtibilidade específica para todo o domínio operativo. Já no caso da representação 

variável desenvolvida no presente estudo, é necessário ter cautela com as faixas de vazão 

turbinada e queda líquida cobertas por cada grade, pois como são oriundas de resultados 

operativos condicionados ao horizonte de tempo do primeiro ciclo do estudo do GTDP (2005-

2014), deve-se garantir que toda possível condição operativa indicada pela curva colina esteja 

contemplada na grade e que possa ser demandada pelo modelo DECOMP.  
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Foram estipulados limites inferior e superior de vazão turbinada total e altura de queda líquida 

necessários para as grades de todas as usinas. A vazão turbinada sempre é representada na faixa 

desde seu engolimento nulo ao máximo engolimento da usina, calculado como o máximo entre 

a soma das vazões efetivas de cada turbina (cadastradas no arquivo HIDR.dat) e o máximo 

observado no histórico operativo. O modelo DECOMP calcula a vazão turbinada máxima de cada 

usina a partir do mesmo dado cadastral, portanto fica garantida a cobertura de todos os valores 

possíveis para o modelo. 

Os valores extremos de queda líquida são determinados através da comparação dos limites da 

curva colina com correspondentes mínimo e máximo observados no histórico. Como não 

existem dados cadastrais em respeito à faixa de alturas queda, é possível que o modelo busque 

valores fora dos limites estipulados. Por outro lado, é importante notar que os limites advindos 

da curva colina usualmente já ultrapassam a faixa operativa normal de cada turbina. Assim, o 

planejamento da operação que visite tais pontos será inevitavelmente alterado no momento da 

operação, de modo que deveriam ser evitados no modelo. 

Na seção seguinte será realizada uma exposição teórica detalhada quanto aos Modelos Aditivos 

Generalizados. Em seguida, será tratada a forma como as grades são produzidas, passando pelo 

ajuste dos dados, a forma de amostragem para sua extração e procedimentos auxiliares 

eventualmente necessários. 

6.1. Modelos Aditivos Generalizados  

Os modelos aditivos generalizados ou GAM (Generalized Additive Models) [6] formam uma 

família de modelos entre os quais se destaca o modelo aditivo, um modelo de regressão com 

um preditor definido pela soma de funções suaves das variáveis explicativas x1,...,xp , conforme 

indicado em (6.1). 

ώ Ὢὼ Ễ Ὢὼ ‐                                                        (6.1) 

onde y é a variável dependente, f j(xj) "j=1,p são funções das variáveis explicativas e e é um ruído 

branco. 

Por exemplo, para o caso da modelagem das perdas (y), em função da vazão turbinada (x), tem-

se que p=1, logo, (6.1) pode ser escrita como (6.2). 

ώ Ὢὼ ‐                                                                   (6.2) 

Já para o caso da modelagem da produtibilidade de uma usina (y), em função da vazão turbinada 

(x1) e da queda líquida (x2), tem-se p=2 e a especificação dada em (6.3). 

ώ Ὢὼ Ὢὼ ‐                                                      (6.3) 

Cada função f j(xj) pode ser representada por meio de bases de funções suaves. Por exemplo, 

conforme indicado a seguir, as funções f1(x1) e f2(x2) são definidas por uma base de splines 

cúbicas h(x,x*), de acordo com (6.4) e (6.5). 

Ὢὼ ‏ ὼ‏ В ‏ Ὤὼȟὼȟ
ᶻ                                             (6.4) 
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Ὢὼ Ñ Ñὼ В Ñ Ὤὼȟὼȟ
ᶻ                                             (6.5) 

em que dj   "j=1,q1 e ήj   "j=1,q2 denotam os q1+q2 parâmetros a serem estimados, enquanto ὼz 

e ὼz denotam as localizações dos nós das funções suaves h(x,x*). 

Uma função polinomial f(x) por partes é obtida dividindo o domínio de x em intervalos contíguos 

e representando a função f(x), separadamente em cada parte [9], por uma função suave, cujo 

conjunto forma uma base de funções h(x,x*). Os pontos x* que delimitam os intervalos são 

denominados nós. Os nós podem ser distribuídos uniformemente ou serem posicionados nos 

quantis das variáveis explicativas. Independentemente da posição e quantidade de nós, em uma 

base de funções h(x,x*), formada por splines cúbicas, a curva resultante é contínua até a segunda 

derivada. Por exemplo, para uma base de funções h(x,x*) formada por q+1 splines cúblicas (B-

Splines de ordem m=3 ou cubic B-Splines), o ajuste de um modelo aditivo requer a definição de 

q+m+2 nós e suas respectivas posições , logo: 

Ὢὼ В Âὄ ὼȟὼz                                                                       (6.6) 

em que b representa o vetor de coeficientes de regressão e as funções ὄ ὼ denotam as bases 

B-Splines de ordem m, definidas recursivamente, conforme indicado em (6.7). 

 ὄ ὼ
ᶻ

ᶻ ᶻὄ ὼ
ᶻ

ᶻ ᶻ ὄ ὼ "j=1,...,q                             (6.7) 

Para m =0, ὄ ὼ ρ se ὼᶻ ὼ ὼᶻ , caso contrário ὄ ὼ π [11]. 

O pacote άmgcvέ do R disponibiliza as seguintes funções suaves para ajuste de modelos GAM 

[6]:  

¶ thin plate regression splines (TPRS) 

¶ TPRS shrinkage 

¶ cubic regression splines (CRS) 

¶ CRS shrinkage 

¶ Cyclic CRS 

¶ P-splines 

Adicionalmente, note que os parâmetros d1 e ή1 em (6.4) e (6.5) são confundidos, logo para 

evitar o problema de identificação dos parâmetros deve-se fazer ή1=0. Assim, o modelo aditivo 

em (6.3) pode ser escrito segundo uma especificação linear, i.e., y=XT̡ ҌeΣ ƴŀ ǉǳŀƭ ʲT é o vetor 

de parâmetros (‏ȟȣȟɿ ȟ—ȟȣȟ— ) e X é o vetor com as funções suaves das variáveis 

explicativas, de acordo com (6.8). 

X= [1, x1, Ὤ ὼȟὼȟ
ᶻ ,..., Ὤ ὼȟὼȟ

ᶻ , x2, Ὤ ὼȟὼȟ
ᶻ ,..., Ὤ ὼȟὼȟ

ᶻ ]                (6.8) 

A partir de n amostras das variáveis dependente e independentes, (yi, xi ,1, xi ,2) "i=1,n, o ajuste 

Řƻ ƳƻŘŜƭƻ ŀŘƛǘƛǾƻΣ ƛΦŜΦΣ ŀ ŜǎǘƛƳŀœńƻ Řƻ ǾŜǘƻǊ ʲ, é realizada por meio do estimador de mínimos 

quadrados penalizados (PRSS - Penalized Residual Sum of Squares) e envolve a minimização da 

seguinte função objetivo para um dado vetor de parâmetro de suavização l, conforme (6.9) 
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В ώ В ὪὼȢ В ‗ Ὢ᷿ͼὼ Ὠὼ                                       (6.9) 

O primeiro termo da função objetivo corresponde a soma dos quadrados dos resíduos, uma 

medida da aderência do modelo aos dados, enquanto o segundo termo controla o grau de 

suavização das funções, no qual os parâmetros de suavização lj>0 "j=1,p penalizam as 

curvaturas das funções suaves f j(xj) "j=1,p e controlam o trade-off entre a qualidade do ajuste 

(soma dos quadrados dos resíduos) e o grau de suavização das funções suaves. A minimização 

da função objetivo acima permite estimar o vetor de parâmetros b para valores dados de 

lj"j=1,p. Assim, o resultado da minimização da função objetivo em (6.9) é o estimador em 

(6.10). 

‍ ὢὢ В ‗Ὓ ὢὣ                                                                  (6.10) 

em que cada linha da matriz X guarda o vetor em (6.8) para a i-ésima unidade da amostra (a 

matriz X tem n linhas), o vetor Y guarda os valores da variável dependente nas n unidades 

amostradas e Sj "j=1,p são matrizes com valores conhecidos e que dependem das funções 

suaves h(x,x*), para maiores detalhes veja [6]. 

O estimador em (6.10) fornece o vetor ‍ para parâmetros de suavização l dados. Assim, o 

processo de ajuste do modelo aditivo envolve uma busca em grade para encontrar os 

parâmetros de suavização l, e a respectiva estimativa do vetor de parâmetros b por meio do 

estimador em (6.10), que minimizem o escore de validação cruzada (GCV score - Generalized 

Cross Validation score) [6,10], definido em (6.11). 

ὋὅὠÌ
В В Ȣ

ë
                                                  (6.11) 

em que I é uma matriz identidade e ὃ ὢὢὢ В ‗Ὓ ὢ a matriz de influência. 

Adicionalmente, a busca pela melhor especificação de um modelo GAM pode contar com o 

critério de Akaike (AIC) [11]. 

Os parâmetros de suavização podem ser tratados como efeitos aleatórios e neste caso a 

estimação pode ser efetuada pela maximização da verossimilhança restrita (REML ς Restricted 

Maximum Likelihood). Maiores detalhes sobre o GCV score e REML podem ser encontrados em 

[6] e [12]. 

6.2. Determinação das grades  

O procedimento para obtenção das grades de perdas de carga e produtibilidade específica passa 

por dois estágios principais: o ajuste dos dados com auxílio do modelo GAM e a amostragem 

deste ajuste para um conjunto de pontos discretos. Além destas etapas centrais, existem três 

procedimentos auxiliares que completam o processo: a extrapolação dos tramos inferior e 

superior dos ajustes de perdas de carga, o acréscimo de pontos da curva colina aos dados 
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históricos de produtibilidades e a amostragem assimétrica de pontos para a grade. Cada um 

destes estágios e procedimentos auxiliares serão detalhados na sequência. 

6.2.1. Parametrização do ajuste do modelo GAM  

Na seção anterior ficou evidente a grande flexibilidade do modelo GAM para capturar 

comportamentos irregulares. O número de splines definidos para composição de cada função 

dita quanta liberdade ela terá para se ajustar aos dados, sendo cada vez mais maleável conforme 

mais splines são adicionadas. A Figura 6.2 ilustra este efeito, comparando o ajuste de modelo 

GAM com uma e dez splines aos dados da mesma usina com três unidades geradoras, agregados 

semanalmente. 

O número de splines é uma parametrização do ajuste, decidido à priori, tal qual a decisão do 

grau de um ajuste polinomial. Em ajustes do tipo GAM, assim como polinomiais, a otimização 

do número de splines observando puramente o erro tende a situações de overfitting, isto é, o 

uso de excessivos graus de liberdade. Nestas situações o ajuste final apresenta oscilações 

excessivas, um comportamento incoerente com aquele fisicamente esperado das perdas de 

carga e produtibilidade específica de uma usina hidrelétrica. É necessário compor uma métrica 

que reflita a qualidade do ajuste, mas também seja penalizada pelo comportamento 

inconsistente no caso de overfitting.  

 

Figura 6.2 - Comparação de ajustes do modelo GAM com uma e com dez splines. 

 

 

A forma como os parâmetros do modelo GAM são otimizados permite o cálculo de coeficientes 

de informação, índices de compromisso entre o quão bem modelado foi o dado e quantos 

parâmetros foram utilizados naquele modelo. Um dos mais populares coeficientes deste tipo é 

o Akaike Information Criterion ς AIC, definido conforme (6.12). 
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ὃὍὅςὲ ςὰ (6.12) 

Onde:  

ὲ -  Representa o número de parâmetros do modelo; e 

ὰ -  Representa a verossimilhança calculada com os parâmetros ótimos. 

De forma geral, a verossimilhança ὰ pode ser entendida como uma métrica de qualidade do 

ajuste, tal qual seria o erro. No caso do modelo GAM, o número de parâmetros n é diretamente 

relacionado à quantidade de splines consideradas. O coeficiente AIC é comumente utilizado 

como ferramenta para comparação de modelos. Quanto menor o valor do coeficiente, melhor 

a proporção de qualidade do ajuste para o número de parâmetros julgado necessário. 

Coeficientes de informação são métricas gerais, aplicáveis a diversas formas de modelagem, 

capturando acima de tudo a parcimônia do modelo. De fato, a penalização do coeficiente AIC (e 

qualquer outro coeficiente de informação) é função do número de parâmetros, não de aspectos 

indesejáveis do ajuste especificamente deste tipo de dado. Deve ser lembrado, porém, que estas 

características inconsistentes com o comportamento físico são, usualmente, consequência de 

overfitting e, assim, do número elevado de parâmetros. Em função destes aspectos o coeficiente 

AIC foi adotado como referência para seleção do número de splines em cada dimensão.  

Através de análises preliminares foi observado que 20 é um número máximo de splines razoável. 

Dado este limite a escolha do melhor número de splines é realizada através de otimização 

combinatória, ajustando o GAM com todas as possíveis combinações de números de splines (de 

1 a 20), e selecionando aquela com melhor coeficiente AIC. 

Novamente, como o coeficiente AIC não penaliza diretamente os comportamentos 

inconsistentes não é possível tomá-lo como a palavra final na escolha do número de splines. É 

possível que o melhor coeficiente AIC esteja associado a um ajuste que ainda apresente aspectos 

indesejáveis, de modo que é necessária a inspeção visual por parte do analista para definição da 

parametrização definitiva. Este processo é realizado através da reotimização dos parâmetros 

num domínio limitado, usualmente reduzindo a faixa de número de splines considerada. 

Análises adicionais sobre o uso do modelo GAM para a modelagem dessas curvas, incluindo uma 

comparação com um modelo de regressão quantílica que também foi avaliado como alternativa 

para esse trabalho, são apresentadas em [8]. 

6.2.2. Complementação dos ajustes de perdas  

Conforme comentado anteriormente as grades de perdas de carga cobrem, necessariamente, 

da vazão nula até um máximo, ou teórico a partir da informação do arquivo HIDR.dat ou 

observado no histórico médio semanal. 

A vazão turbinada nula é algo que não existe em nenhum histórico operativo, naturalmente, 

pois corresponde a usina desativada. Vazões turbinadas baixas, inferiores aos engolimentos 

mínimos admissíveis em cada unidade geradora, também não constam na maioria dos históricos 

por corresponderem a pontos muito distantes da zona operativa, prejudiciais à turbina e 

evitados no dia a dia da operação da usina.  
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Em função destes fatores os históricos médios semanais raramente apresentam valores de 

perdas de carga próximos a vazão nula, deixando um trecho de domínio bastante esparso. Além 

disso, nos casos em que o limite superior da grade vem de informações teóricas, a região final 

do domínio também será pouco populada. 

O uso das funções ajustadas via modelo GAM nestes trechos sem dados tipicamente não resulta 

em comportamentos razoáveis, de forma que é preciso complementá-las através de outros 

métodos. Para este fim, foram aplicadas duas formas distintas para composição dos tramos 

inferior e superior do ajuste de perdas de carga.  

A primeira abordagem segue os seguintes estágios, ilustrados na Figura 6.3.  

¶ Para região inferior: 

i. É identificada a menor vazão média semanal observada e amostrada a função 

ajustada nesta vazão; e 

ii. Ajusta-se uma curva do tipo 0ÅÒÄÁὯ ὗ Ȣ entre a origem e este ponto. 

 

¶ Para região superior: 

iii. É identificado o ponto histórico de maior vazão média semanal; e 

iv. Ajusta-se uma curva do tipo 0ÅÒÄÁὯ ὗ Ȣ entre a origem e este ponto. 
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Figura 6.3 - Ilustração do primeiro processo de complementação do ajuste de perdas de carga. 

 

Alternativamente, um segundo procedimento foi desenvolvido: 

i. É ajustada uma curva do tipo 0ÅÒÄÁὯ Ὧ ὗ Ȣ aos pontos com vazões 

inferiores ao quantil 5% 

ii. É ajustada uma curva do tipo 0ÅÒÄÁὯ Ὧ ὗ Ȣ aos pontos com vazões 

superiores ao quantil 95% 

 

 

A Figura 6.4 ilustra o segundo procedimento. 
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Figura 6.4 - Ilustração do segundo processo de complementação do ajuste de perdas de carga. 

 

Ambos os métodos são pautados em ajustes de funções similares às equações de perdas de 

carga, o que a princípio é inconsistente com a motivação do ajuste via modelo GAM. No caso 

das funções ajustadas à região inferior do domínio, é possível assumir que uma eventual 

operação nesta faixa seria realizada com uma única máquina e, portanto, a equação de perdas 

seria aceitável. Mesmo no caso de usinas de grande porte, quando esta premissa não é 

necessariamente verdadeira, a função de perdas ainda precisa necessariamente ser nula na 

origem e apresentar crescimento monotônico, características manifestadas pelos ajustes 

quadráticos. 

As funções ajustadas nas regiões de vazão elevada se justificam sob argumentos similares. Nesta 

parte do domínio todas as unidades geradoras da usina já operam próximo ao seu máximo, de 

modo que eventuais desigualdades na vazão turbinada por cada uma, não geram uma dispersão 

significativa e é possível aproximá-las pela hipótese de despacho igualmente distribuído. 

A Figura 6.5 apresenta uma comparação dos dois métodos em quatro usinas tomadas como 

exemplo. 

Em grande parte dos casos a diferença entre métodos é muito pequena, especialmente na 

região superior. Em algumas situações, no entanto, é possível que o ajuste final obtido com um 

dos métodos seja significativamente superior, tanto do ponto de vista de coerência com a 

função do modelo GAM quanto com o comportamento físico esperado. As regiões inferior e 

superior não precisam necessariamente advir do mesmo procedimento, ficando a critério do 

analista responsável a decisão de qual método aplicar em cada caso. 
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Figura 6.5 - Comparação dos métodos de complementação do ajuste de perdas de carga. 

 

6.2.3. Uso de pontos da curva colina  

Os ajustes de produtibilidade específica sofrem das mesmas deficiências que aqueles de perda, 

descritos anteriormente. De fato, em função da dimensão mais relativa à queda líquida, o 

problema de esparsidade do domínio é ainda mais significativo quando se trata do ajuste dos 

dados de produtibilidade específica. A Figura 6.6 apresenta uma projeção dos valores de 

produtibilidade específica sobre o eixo queda líquida x vazão turbinada para uma usina, junto 

do domínio a ser coberto pela grade. 
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Figura 6.6 - Visualização bidimensional da produtibilidade como função da vazão turbinada e queda 

líquida. 
 

Fica evidente a diferença de magnitude no problema de esparsidade dos dados. O resultado da 

extrapolação da função ajustada via modelo GAM para todo o domínio necessário é apresentado 

na Figura 6.7. É imediatamente observável como a função não decresce conforme a vazão 

turbinada cai à zero, mas se mantém basicamente constante. Este comportamento é algo 

estritamente necessário de qualquer ajuste, caso contrário violaria o comportamento físico da 

produtibilidade específica. 

Novamente surge a necessidade de intervir nos ajustes de modo a incorporar os 

comportamentos fisicamente esperados do dado modelado. No caso da produtibilidade 

específica, não existe uma função teórica que a relacione à queda líquida e vazão turbinada 

como acontece com a perda. Ainda, a extensão de domínio sem dados torna ainda mais difícil o 

ajuste de outras funções que sejam coesas entre si e não levem a descontinuidades bruscas nas 

mudanças entre regiões de validade. 

A abordagem adotada para produtibilidade específica consiste na adição de pontos oriundos da 

curva colina ao dado médio semanal observado. Na seção 5.1 foi explicitado a não viabilidade 

em utilizar equações de perdas de carga ou curvas colina diretamente, a não ser que se soubesse 

de antemão como será dividida a vazão total entre as unidades geradoras. Embora as usinas não 

sigam regras rígidas para divisão da geração, existem pontos operativos nos quais é possível 

garantir que todas as unidades operam igualmente. 

 








































